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Komplexitat

Landau-Notation

O(f) ={g €R" | Ac € R* Ang € NVn 2 np : lgm)| < c - | )} (1)
= {g e RY | lim,oe () € R},falls f(n) = 0 nur endl. oft gilt (2)
|f ()]
Q(f) ={g eR" | Jc € R* Ang e NVn 2 ng : [g(m)| = ¢ - | f ()] 3)
- {g e R |1im 8@l R},falls f(n) = 0 nur endl. oft gilt (4)
e f()
O(f) ={g e R | Jer,ca € R Ang €N Vi 2 np : ¢y - |f ()] < g() < ca - If(m)l} = O(f) N Q(S) (5)
= {g e RN limn_,m% ERALm, _ 5?:3" € R},falls f(n) = 0 nur endl. oft gilt (6)
Rechnen mit der Landau-Notation
Sei f,geRY,ceR*,neN.
O(cf) = O(f) (7)
O(f) + O(g) = O(f] + Igh = O(f) U O(g) (8)
O(f +8) = O(f) + O(g) = O(f) UO(g) 9)
O(f)-0(g) =0(f o g) (10)
O(fg) = f2O(g) (11)
ZO(f(k)) = O(nf(n)),falls | f| monoton steigt (12)
k=1
foO(1) = 0(1),falls | f| monoton steigt (13)

Abschatzung mit MacLaurin-Reihe

Sei f € RY eine Funktion. Zerlege f = ho x, mit h € R, (x,),en — 0, also gilt f(n) = h(x,). Ist h € C*[~e€, €], dann gilt nach
MacLaurin:

k-1 i
® i xn
f=hox, € {Zh“(O)F

i=0

+0(xh) (14)

Logarithmen

Potenzreihenentwicklung

s k
log,(1 +x) = In(1 + x) = Z(—l)"”% (15)
k=1
Rechenregeln und Abschatzungen
log(x-y) =logx+logy (16)
log(g) =logx—logy (17)

logx =log|| | x (18)
yrere{[14

X

10g<)lc) - _logx (19)



log(x*) = k - log x (20)
1

log,(x) = e ) -log,(x) (21)
(log, x)' = (ﬁ In x), = x'in - (22)
flogbx=ﬁflnx=ﬁ(xlnx—x)+y (23)
log(l+e)~ e (24)
Approximationen
Naherungen
Vitex~1+ g (25)
; 1 —~lte (26)
1 Jlr —~l-e (27)

Master Theorem

Voraussetzung
Sei T(n) = a-T(}) + f(n), mit positiver Funktion f(n) > 0,Vn € N,a € [1,00) und b € (1, ).

Konsequenz
y [ Falll [ Fallll [ Fall Il
Voraussetzung | f(n) € O(n“’gb<“‘f)) f(n)e® (n"’gb“) fn)eQ (nl"gb(‘”f)) A
dce(0,1): af(%) <cf(n)
Folgerung T(n) € ®(n°%) | T(n) € ©(n*®logn) | T(n) € O(f)

Beziiglich des Master-Theorems sind aT(% +c)+ f(n),aT([g]) + f(n),aT(L%J) + f(n) aquivalent.

Rekkurenzen

Homogene lineare rekursive Folgen

Sei (x,),ar € KV eine lineare rekursive Folge der Ordnung k mit Anfangswerten xq, ..., x,_; € K.
k=1 k
Xp = Z AiXpj = A Xpe] + Q2 Xpp ++ + Uy Xpy © 0 = Z QX (28)
i=0 i=0
Polynomialer Ansatz (x,, durch x" ausdriicken) liefert Nullstellenproblem
k k k
0= Z ;X" = Xk Z a;i X’ y(x) = Z a; X" (char. Gleichung) (29)
i=0 i=0 i=0

Term x"~* vernachlassigbar (liefert nur triviale Rekursionen). Die r; € K, i € k mit y(r;) = 0 sind die Lésungen / Wurzeln. Falls die
r; paarweise verschieden sind, ist der polynomiale Ansatz

A,‘F’-l =A1I‘n+"'+Akl"n (30)
i 1 k

Xn =

k
i=1



Mit Anfangswerten xo,...,x—; ergibt sich das lin. Gleichungssystem dessen L&sungsvektor die Koeffizienten flr die explizite
Darstellung von x, liefert.

noon T A X0
1 1 : Aj X1
r I
1N T = (31)
LR Ak X1
1 k

Fir den Fall, dass die Wurzeln nicht paarweise verschieden sind sei ¢; die Vielfachheit der Wurzel r;. Der polynomiale Ansatz ist
dann

k@i
Xp = ZZAi,j T = A A Ay n T e A T+ A 1 (32)
i=1 j=

Wobei die Koeffizienten durch das lineare Gleichungssystem beschrieben werden:

Ax=b,x = (A1l s Algps s Akts oo s Akg) b = (X0, -+ o Xio1), A = (@i))i jek (33)

Inhomogene lineare rekursive Folgen
Reduktion

Sei f € RY, (x,),en € K eine lineare rekursive Folge der Ordnung k mit Anfangswerten xo, ..., x;_; € K. Die Rekursionsgleichung
hat die Form

k
Z aix,—i = f(n) (34)
i=0

Sei f von einer Form ist, so dass flr ein ¢ € N die Funktionen fy(n) = f(n+0), fi(n) = f(n+1),..., f.(n) = f(n+c) mit Koeffizienten
Bo, - - ., B zur Nullfunktion linearkombiniert werden kénnen, also wenn B, ..., 3. existiert mit

ffineBof+0)+B1fn+ D+ +B.f(n+c) = Zﬂifi(n),f*(n) =0VneN (35)

i=0
dann hat die homogene lineare Rekursionsgleichung
c k
Z:Biajxn—jﬂ =0 (36)
i=0 j=0

die selben Lésungen wie die urspringliche inhomogene lineare Rekursionsgleichung.

Definitionsbereichstransformation

Es wird eine Transformation des Definitionsbereichs durchgefiihrt. Dazu substituiert man mit einer Funktion s : n +— s(n) die
Rekurrenz f zu f’ = fos. Es ist klar, dass die Tranformation s umkehrbar sein muf3, damit spater zurlicksubstituiert werden kann.
Beispiel:

) = SFE) +Tf(R) +logyn ™5 f2) = 5@ ) +7f@") +1ogs 2" — f0) = 5f (=D +7f (1=3)+n  (37)

Die Ldsung fiir die Rekurrenz f” wird nun zuriicksubsituiert mit s~' und man erhalt eine Lésung fir f.

Nicht lineare rekursive Folgen

Wertebereichstransformation

Anders als bei einer Transformation des Wertebereichs flinrt man eine Transformation s : x — s(x) ein und betrachtet dann nicht
f o ssondern s o f. Beispiel:



Jo=2" ‘fnz—l

xlog, x )

— log, f, =log,(2" - f,_)) =log,(2") + logz(fnz_l) =n+2-log,(f,-1)
se=5(fy)
— s, =n+2- 85,1

Nach dem Lésen der Rekurrenz wird wie gewohnt zurlicksubstituiert.



